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　　摘 　要 :结合文献 [ 1 ]给出了混合线性同余发生器达到满周期的条件 ,并给出了系统的数学证明.
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Abstract: In this paper, based on the document[ 1 ] it gives the situation, where m ixed linear congruential generators

reach the maximal period, and p resents the systematic mathematical p roof.
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1　混合线性同余发生器

目前应用最广泛的随机数发生器之一就是线性同余发生器 (L inear Congruential Generator, LCG for short). 它是由 Lehmer

在 1951年提出的. 它包括混合同余发生器 (M ixed LCG,MLCG for short)和乘同余发生器 ( Pure Multip licative LCG, PMLCG for

short). 它是目前使用最普通、发展最迅速的数学方法.

LCG的一般递推公式为 :

xn = axn - 1 + c (modm )

rn = xn /m
　　 ( n = 1, 2, ⋯) (1)

其中 , a为乘子 (Multip lier) , c为增量 ( Increment) , m 为模数 (Modulus) , x0 为初始值 ,即种子 ( Seed) ;且 0 < a, c, x0 <m.

当 (1)式中增量 c > 0时 , LCG称为 MLCG;当 c = 0时 , LCG称为 PMLCG.

定义 1　(序列 )对初始值 x0 ,由 (1)式产生的随机数列 { xi } ( n = 1, 2, ⋯)称之为 LCG序列.

定义 2　(周期 )在 LCG序列 { xi }中 ,满足 xk = x0 的最小正整数 k称为该序列的周期 ,记作 d = k. 若 d = m ,则称该序列

达到满周期.

本文主要研究分析 MLCG序列 { xi }的周期 ,即选取什么样的乘子 a和增量 c才能使得 MLCG序列 { xi }达到满周期.

2　周期分析 (选取准则 )

下面首先介绍几个重要引理.

引理 1　如果 a | bc,且 ( a, b) = 1,则 a | c.

证明 : a | bc] bc = ak　k∈Z

( a, b) = 1] 存在 m , n∈Z使得 m a + nb = 1

从而 am c + bnc = c,即 am c + nak = c,即 a (m c + nk) = c



因此 a | c.

引理 2
[4 ]

　任何自然数 m 均可分解成 : m = p
α1
1 p

α2
2 ⋯p

αn
n , pi为素数 ,αi∈Z

+ ( i = 1, ⋯, n) ,且分解是唯一的.

引理 3　设 { xi }是产生的随机数序列 ,且 aΕ 2,则

xi + k = a
k
xi + ( a

k - 1) c / ( a - 1) (mod m ) 　　kΕ 0

特别地 , xk = a
k
x0 + ( a

k - 1) c / ( a - 1) (modm ) 　　kΕ 0

证明 : (数学归纳法 )

当 k = 0时 ,显然成立.

假设 xi + k = a
k
xi + ( a

k - 1) c / ( a - 1) (modm )成立 !

则 xi + ( k + 1) = axi + k + c (modm ) = a [ a
k
xi + ( a

k - 1) c / ( a - 1) ] + c (modm ) = a
k + 1

xi + ( a
k + 1 - a) c / ( a - 1) + c (modm )

= ak + 1 xi + [ ( ak + 1 - a) / ( a - 1) + 1 ]c (modm ) = ak + 1 xi + ( ak + 1 - 1) c / ( a - 1) (modm )

综之 , xi + k = ak xi + ( ak - 1) c / ( a - 1) (modm ) 　　kΕ 0.

特别地 ,取 i = 0,则 xk = a
k
x0 + ( a

k - 1) c / ( a - 1) (modm ) 　　kΕ 0.

引理 4　设 { xi }是 MLCG产生的随机数序列 ,其周期为 d, m = p
α1
1 p

α2
2 ⋯⋯p

αn
n , pi ( i = 1, 2, ⋯, n)为素数 ,αi ∈Z

+ ( i = 1, 2,

⋯, n) ; { xj, i }是 MLCG ( xj, 0 , aj, cj, m j )产生的随机数序列 ,其周期为 dj,其中 xj, 0 = x0 (modm j ) , aj = a (modm j ) , cj = c (modm j ) , m j

= p
αj
j , ( j = 1, ⋯, n) ,则 d = lcm ( d1 , ⋯, dn ) ,即 d1 , ⋯, dn 的最小公倍数.

证明 :不是一般性 ,不妨设 m = p
α1
1 p

α2
2 =m 1m 2 ,从而 (m 1 , m 2 ) = 1.

xn = ( axn - 1 + c) mod (m 1m 2 ) (1)

由 (1)式知 : x1, n = ( a1 x1, n - 1 + c1 ) mod (m 1 ) (2)

x2, n = ( a2 x2, n - 1 + c2 ) mod (m 2 ) (3)

从而由上述 (1)式知 : xn (modm 1 ) = ( a1 x1, n - 1 + c1 ) mod (m 1 ) ,于是 x1, n = xnmod (m 1 ) .

同理可得 : x2, n = xnmod (m 2 ) .

不妨设 d3 = 1cm ( d1 , d2 ) ,下证 d3 = d.

一方面 : xk + d = xk ( kΕ 0) ,则 xk + d (modm 1 ) = xk (modm 1 ) ,即 x1, k + d = x1, k.

从而 d1 | d.

同理 d2 | d.

故 d3 = 1cm ( d1 , d2 ) | d (4)

另一方面 : x1, k + d1
= x1, k ( kΕ 0) ,即 a1 x1, k - 1 + d1

+ c1 (modm 1 ) = a1 x1, k - 1 + c1 (modm 1 ) .

从而 xk + d1
= axk - 1 + d1

+ c (modm 1m 2 ) = axk - 1 + c (modm 1m 2 ) = xk ,即 xk + d1
= xk. 则 d | d1.

同理 : d | d2.

故 d | 1cm ( d1 , d2 ) = d3 (5)

由 (4)和 (5)式知 : d = d
3 = 1cm ( d1 , d2 ) .

归纳之 , d = 1cm ( d1 , ⋯, dn ) ,即 d1 , ⋯, dn 的最小公倍数.

引理 5　设 p为素数 ,α∈Z + ,且 p
α

> 2,如果 x = 1 (modp
α ) , x≠1 (modp

α+ 1 ) ;

则 x
p = 1 (modp

α+ 1 ) , x
p ≠1 (modp

α+ 2 ) .

证明 :因为 x = 1 (modp
α ) , x≠1 (modp

α+ 1 ) ,

则有 x = 1 + qp
α

,其中 q∈Z且 q8 P.

从而 　xp = (1 + qp
α ) p = 1 + C1

p qp
α

+ C2
p q2 p2α + ⋯ + Cp - 1

p qp - 1 p
( p - 1)α

+ qp ppα

= 1 + qp
α+ 1 (1 + C

2
p qp

α - 1 ⋯ + C
p - 1
p q

p - 2
p

( p - 1)α - 1 + q
p - 1

p
( p - 1)α - 1 )

= 1 + qp
α+ 1

Q

其中 , Q = 1 + C2
p qp

α - 1 ⋯ + Cp - 1
p qp - 2 p

( p - 1)α - 1 + Cp
p qp - 1 p

( p - 1)α - 1 ∈Z.

显然 , x
p = 1 (modp

α+ 1 ) .

因为 　p | C2
p qp

α - 1
, ⋯, p | Cp - 1

p q
p - 2

p
( p - 1)α - 1

, p | Cp
p q

p - 1
p

( p - 1)α - 1

则 　p8 Q = 1 + C2
p qp

α - 1 ⋯ + Cp - 1
p qp - 2 p

( p - 1)α - 1 + Cp
p qp - 1 p

( p - 1)α - 1.

故 　x
p ≠1 (modp

α+ 2 ) .

综上知 , x
p = 1 (modp

α+ 1 ) , x
p ≠1 (modp

α+ 2 ) .

引理 6　如果 a = 1 (mod4) ,则 ( a2
α

- 1) / ( a - 1) = 0 (mod2
α ) 　α> 1.

证明 : a = 3 (mod4) ] a = 3 + 4 t　t∈Z ] a = 1 + 2 (1 + 2 t) ] a = 1 (mod2)
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所以 , a2 = (3 + 4 t) 2 = 9 + 24 t + 16 t2 = 1 + 8 (1 + 3 t + 2 t2 ) ]
a

2 = 1 (mod23 )

a
2 ≠1 (mod24 )

由引理 5知 :
a

4 = 1 (mod24 )

a4 ≠1 (mod25 )
, ⋯⋯,

a2
α - 1

= 1 (mod2
α+ 1 )

a
2α - 1

≠1 (mod2
α+ 2 )

即 a
2
α - 1

- 1 = 0 (mod2
α+ 1 ) ] a

2
α - 1

- 1 = k1 2
α+ 1 　k1 ∈Z

+ ] ( a
2
α - 1

- 1) /2 = k1 2
α ] ( a

2
α - 1

- 1) /2 = 0 (mod2
α )

又 　a = 1 (mod2) ] a - 1 = 0 (mod2)

则 　 ( a
2
α - 1

- 1) /2 = 0 (mod2
α ) ] ( a

2
α - 1

- 1) / ( a - 1) = 0 (mod2
α ) .

定理 1　如果下列 3个条件都满足 ,则 MLCG达到满周期 (即周期 d =m )

(1) ( c, m ) = 1,即 c, m 互素 ;

(2)对 m 的任一素因子 p有 a = 1 (modp) ;

(3)如果 4 |m ,则 a = 1 (mod4) .

证明 : (1) a = 1的情况 ,

显然 a = 1满足条件 (2)和 (3) ,且 xi = xi - 1 + c (modm ) 　 ( i = 1, 2, ⋯)

从而 xi = x0 + ic (modm ) ,于是 xd = x0 ] dc = 0 (modm ) ,即 m | dc;

因为 ( c, m ) = 1,所以由引理 1知 : m | d,从而 d =m.

(2) aΕ 2的情况 ,

由引理 2知 ,模数 m 可分解为 : m = p
α1
1 p

α2
2 ⋯p

αn
n , pi为素数 ,αi∈Z

+ ( i = 1, ⋯, n)由引理 4知 ,仅仅分析 m = p
α

, p为素数 ,α

∈Z
+的情形即可.

①当 p≠2时 ,

由条件 (2)中 a = 1 (modp)知 : a = 1 + k1 p
γ

, p
γ

> 2且 k1 ≠qp,γ, q∈Z +

从而 a = 1 (modp
γ ) , a≠1 (modp

γ+ 1 ) 　γΕ 1

由引理 5知 : a
p = 1 (modp

γ+ 1 ) , a
p ≠1 (modp

γ+ 2 )

递推之 ,得一般式 : a
pω = 1 (modp

γ+ω ) , a
pω≠1 (modp

γ+ω + 1 ) 　ωΕ 0

从而 ( a
pω - 1) / ( a - 1) = 0 (modp

ω ) , ( a
pω - 1) / ( a - 1) ≠0 (modp

ω + 1 ) 　ωΕ 0

则 ( apα - 1) / ( a - 1) = 0 (modp
α ) (6)

由引理 3知 : xk = ak x0 + ( ak - 1) c / ( a - 1) (modm ) 　　kΕ 0

于是取 x0 = 0时 ,有 xk = ( a
k - 1) c / ( a - 1) (modp

α ) 　　kΕ 0

则 xd = x0 = 0] ( a
d - 1) c / ( a - 1) = 0 (modp

α )

又 ( c, m ) = ( c, p
α ) = 1,则由引理 1知 :

( a
d - 1) / ( a - 1) = 0 (modp

α ) (7)

由 (6)和 (7)式知 : d = p
α

,即 d =m.

②当 p = 2,αΕ 2,即 4 | p
α时 ,

由引理 6知 :

( a
2
α

- 1) / ( a - 1) ≡ (mod2
α ) 　α> 1 (8)

由 (7)和 (8)式知 : d = 2
α

,即 d =m.

3　小结与展望

长周期是判断随机数发生器好坏的一个不可缺少的条件 ,因此随机数发生器周期性的研究具有一定的意义. 本文主要就

是研究一类比较流行的发生器 ———线性同余类发生器的周期 ,利用数论和有限域的一些结论严格地给出了此发生器达到满

周期的条件证明 .

下一步的工作将继续研究其它类型发生器的周期 ,以及各种组合类发生器的周期规律.

参考文献 :
[ 1 ]　Kao C and Tang H C. Systematic searches for good multip le recursive random number generators[ J ]. Computers and Operations

Research, 1997, 24 (10) : 899 - 905.

[ 2 ]　L’Ecuyer, P. Tables of linear congruential generators of different sizes and good laticce structure [ J ]. Mathematics of Computa2
tion, 1999, 68 (225) : 249 - 260.

[ 3 ]　高惠旋. 统计计算 [M ]. 北京 :北京大学出版社 , 1995. 81 - 121.

[ 4 ]　Knuth D E. The art of computer p rogramm ing vol2: sem inumerical algorithm s, 3 rd edition[M ]. Addison2W esley, 2002. 10 - 118.

【责任编辑 :徐明忠 】

24 商丘师范学院学报 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2007年 　


